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ここでは，観測された時系列に自己回帰モデル ��������	��
��� ����，以下では ��モデル�をあては
め，時系列に含まれる周期的変動成分のパワーを調べる方法を解説する．ここで使う自己回帰過程のパワー
スペクトルの分解法は，波素分析と呼ばれきた方法と同一であるが，以下では，解析内容を反映した素直な
表現として��スペクトル分解と呼ぶ� 時系列解析の手順は以下である．

�� サンプリング間隔��で観測された� 点の時系列 ������� ������� ������� � � � � �������から���	法
で ��モデル
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のパラメタを推定する．��モデルの次数� は，最終予測誤差 ������ ���������� ����� ����
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が最小になるように決める．ここで，!	�� は，予測誤差の分散の推定値を表わす．

結果として，時系列のパワースペクトル � ���は，
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となる．��過程とそのパワースペクトルの関係については，多くの教科書，参考書を見つけること
ができる "� � �#．したがって，本解説では詳細には触れない．

�� ��モデルの特性方程式
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の根を求め．次の形の自己相関関数
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のパラメタを求める．さらに，自己相関関数とパワースペクトルの関係に基づき，パワースペクトル
成分を分解し，各成分のパワーを求める．

�のスペクトル分解の手続きについては，日本語の解説が非常に少ない �私自身は見つけられなかった�．
そこで，本解説では ��スペクトル分解の理論を中心に詳しく説明する．��スペクトル分解の理論は
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において提案されているものである．この論文では ��3�過程が議論されているが，本解説では ��過程
に限ってスペクトル分解を考える．
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� ��モデルのパワースペクトルと自己相関関数

まずは，��モデルのパワースペクトル密度関数と自己相関関数について整理する．以下では，パワースペ
クトル密度関数のことをパワースペクトルと呼ぶ．
サンプリング時間間隔��で測定された時系列 ������� ������� ������� � � � � �������が，� 次の��モ

デル
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の実現値であると仮定する．ここで，係数 ���� � � � � ���は実定数，����は平均 $ 分散 	� の白色ノイズで
ある．このとき，このモデルのパワースペクトル � ���は，
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になる �付録 �参照�．ここで，特性関数
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と表わすことができる．このとき，�は複素数平面上の単位円上にある．
��モデルの自己相関関数 ���� � ������は，8������9/����/���の定理の関係式
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を使えば，
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と表わすことができる．最後の式は，������ � �で置換した形である．
さらに，ここでは自己相関関数が次の形で表わされる場合を考える．
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��	��� �; 自己相関関数とパワースペクトルの関係．��� ����� � ��
�	�� � の概形� �(� ��� に対応する

パワースペクトル ���$�式�の概形．��� �
��� � �������� ��
 ��
 ����
������
 
�� ����
�������の概形�
��� ���に対応するパワースペクトル �����式�の概形．

このとき，�5�式の各項に対応するパワースペクトルとそのパワーは，8������9/����/���の定理の関係式
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により，次のようになる．

�� ������� � ��
����	��� のとき ���	� �����，対応するパワースペクトルは，
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である ���	� ��(��� この成分のパワーは ��� $のとき，�� になる．
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�������のとき ���	� �����，対応するパワース
ペクトルは，
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である ���	� ������ この成分のパワーは ��� $のとき，�
 になる．しかし，すべての周波数 � で
正の値をとるパワースペクトルが存在するためには，�
の絶対値は �
 の値と比べてある程度小さく
なければならない．

�
 � $でない場合，�5�式の第 �項の三角関数の和は，
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のように変形できる．したがって，相関関数の周期成分に位相のズレが生じる．このズレは，自己相関関
数の � � $近傍におけるピークとその次の極小値をとる時間間隔を変化させるので，時系列の振動周期は
�
�
ではなくなる．したがって，�5�式の第 �項に対応するパワースペクトルには，����式と比べ中心周波
数のピークのズレが生じる．傾向としては，�
 � $のとき，時系列の振動周期は�
 � $のときより短く，
パワースペクトルのピーク周波数は �
�
より大きくなる．�
 � $のときは，これと逆の傾向になる．定量
的にパワースペクトルの中心周波数のズレを見積もるために，� � $のとき，
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が極大値をとる条件 ��� ���
�� � $�を考える．このとき，�
 � $であれば，
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において，����式は極大値をとる．したがって，�
 �� $のときのパワースペクトルの中心周波数は上の
��7� ��4�式で与えられる．

� ��モデルと自己相関関数のパラメタの関係

ここでは，��モデルの係数と �5�式のパラメタの関係をまとめる．�5�式のパラメタ ��  �
 �
 ��  �
 �


は，��モデルの特性関数 ������ ����式�を $とした特性方程式
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の根を使って表わされる．ここでは，��:�式は重根をもたず，自己相関関数が �5�式の形で表わされるこ
とを仮定する．この場合，��:�式は� 個の異なる根 ���� ��� � � � � ���をもつ．そのうち，実数根の個数を
��，複素数根の個数を ��� とすれば，�� � ��� �� が成り立つ．
ここでは，特性方程式 ��:�の実数根を，
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と表わす．��5�式では正の実数解のみを考えている．仮に，特性方程式が負の実数解をもてば，時系列に
は周期 � ��で振動する成分が含まれることを意味している．このようにサンプリング時間間隔 ��に同期
した振動成分の存在は，ここでは考えない．後で示すように，��5�，��<�式の ��  �
 �
 が，�5�式のパラ
メタに一致する．��5�，��<�式を，これらのパラメタについて解けば，
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となる．
さらに，

 ��� �
����

����
�

��

�
�� ������

� �
�


��

��
���

���
�

�

� �

��
���

���� ������

� ��6�

として ���を定めれば，�5�式の残りのパラメタは，
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と表わされる �導出については付録 �参照�．

� 数値例

ここでは，具体的な数値を ��モデルに設定し，��スペクトル分解のパラメタがどのように計算されるか
を説明する．以下で記述する有限桁の数値については，末尾桁が四捨五入されている．

��� �次��過程

ここでは，�� � �とし，���� � �!<���� ��� �!764���� �� � $!7��4���� �� � ����で記述される��過程
を考える．

特性方程式と特性根 この場合の特性方程式は，

������ � �� �!<��� � �!764��� � $!7��4��� � $ ����

������ � �!<�� � �!764� � $!7��4� � $

����� � $!4���� � �!�� � $!<74� � $

となるので，特性根は，
� � $!4� $!:4
 $!:4�

である．

実数根に対応するパワースペクトル 例では，�つの実数根 ��
	� � $!4をもつ．��5�式から �� を求めると
�ここでは，�� � ��，

$!4 � �	�

�� � � �� $!4 � $!:6��75 ��7�

となる．また，�� については，��6�式
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を使って，
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と求められる．ここでは，����の分散が 	� である．パラメタ �� �� を ��$�式に代入すれば，この実数根
に対応するパワースペクトルが求められる ���	� ��(��．
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��	��� �; ��� �次 ��過程 ���� � �!<���� ��� �!764���� �� � $!7��4���� �� � ����のパワースペクトル．
�(� 特性方程式の実数根に対応するパワースペクトル．��� 特性方程式の複素数根に対応するパワースペク
トル．

複素数根に対応するパワースペクトル 複素数根 ���	� � $!:4
 $!:4�については，������	�
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と，���� ����式により，

�� � ��!456	� ��6�
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となる．これらのパラメタを，����式に代入すれば，複素数根に対応するパワースペクトルが求められる
���	� �����．
このパワースペクトルがピークをとる周波数 ��� は，��4�式により，

��� � $!���5$ ����

と見積もられる．この場合，�� � $!��4との差はわずかであるが，�
 の絶対値と�
 の比が大きくなると，
中心周波数の �� からのズレは大きくなる．

� 実験データへの応用

ここでは，�?�の時系列の ��スペクトル分解の例を紹介する．ここでは，� � 5で ���が最小であっ
たので，5次の��モデルを仮定した．��スペクトル分解により，パワースペクトルは 7つの成分に分解
された� しかし，主要な成分は �つであり �@�(�� ��，それ以外の �つの要素のパワーの寄与率はほぼ $Aで
あった．@�(�� �に示した成分のパワースペクトルは，��	� �の破線と一点鎖線である．この時系列には，
周期 �
��� � �< 分の振動成分が含まれることが示唆された．

:



��	��� �; ��� �?�のパワースペクトル �実線�と成分に分解したパワースペクトル �破線，�点鎖線�� �(�
���の灰色の部分の拡大．周期振動成分の中心周波数はパラメタ �� ではなく，��� になる．

@�(�� �; �?�のパワースペクトルの主要な成分のパラメタ
>B A+�.�� �� �
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� :� C $�$674 $�$46< C $�$$�$6 �$�$$�7� $�$4:4

� �< $��:5 C C $�$$�6$ C C C

� インパルス応答とパワースペクトル

線形システムにおいて入力 ����と出力 "���の関係が，
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と表わされる．#�$�は，インパルス応答関数と呼ばれる．
また，サンプリング間隔が��の離散的な時系列の入出力関係
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になる．ただし，
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である．

��モデルのパワースペクトル 応用例として，��モデル ����式�のパワースペクトル �����を求める．
���式を変形して，
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とし，この式を入出力関係とみなすと，����と "���のパワースペクトルには，��5�式の関係がある．この
とき，��:�式は
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になる．一方，��<�式の最右辺にあるように，"���のパワースペクトル �����は白色ノイズ ����のパワー
スペクトルに等しいので，
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である．したがって，��<�式をパワースペクトルの関係式で表わせば，
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となる．これを �����について解くと，
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がえられる．

� ��モデルの特性根と自己相関関数

ここでは，��モデルの �:�式の自己相関関数の表現
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と �5�式の表現
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の関係を導く．ここでは，��モデル ����式�の特性方程式
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は重根をもたず，��モデルの定常性から，すべての根 ���� ��� � � � � ���が単位円の内側 ����� � ��にある
ことを仮定する．
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上の条件が成り立ち，� � �のとき�，�74�式の非積分関数は，� 個の特性根の位置に �位の極をもつ
ので，�74�式の線積分は留数定理を使って計算できる．つまり，
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となる．ここで，和をとる各項は，
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と表わすことができるので，�74�式は，
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特性方程式 �77�の実数根が，
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となる．
以上から �74�式は，� � �のとき，
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と変形できる．これと �7��式と比較すれば，
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